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问题

    安装在汽车头部的车灯的形状为一旋转抛物面，车灯的对
称轴水平地指向正前方, 其开口半径 36毫米，深度 21.6 毫米。
经过车灯的焦点，在与对称轴相垂直的水平方向，对称地放置

一定长度的均匀分布的线光源。要求在某一设计规范标准下确

定线光源的长度。

    该设计规范在简化后可描述如下。在焦点 F正前方 25米处
的 A 点放置一测试屏，屏与 FA 垂直，用以测试车灯的反射光。
在屏上过 A 点引出一条与地面相平行的直线，在该直线 A 点的
同侧取 B点和 C点，使 AC=2AB=2.6米。要求 C点的光强度不
小于某一额定值（可取为 1 个单位），B 点的光强度不小于该额
定值的两倍（只须考虑一次反射）。

    （1）在满足该设计规范的条件下，计算线光源长度，使
线光源的功率最小。
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        建立坐标系如图 1，记线
光源长度为 l  ，功率为W，
B,C点的光强度分别为 )l(hB W
和 )l(hC W，先求能量密度

)l(hB 和 )l(hC 的表达式，再建

立整个问题的数学模型.
        以下均以毫米为单位，由
所给信息不难求出车灯反射面

(旋转抛物面)方程为
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1) 计算位于点 P(0,w,15)的单位能量的点光源反射到点
C(0, 2600, 25015)的能量

设反射点的坐标为 Q )
60

yx,y,x(
22 + .记入射向量为  ar  ,该点反

射面外法线方向为b
r

 ,不难得到反射向量  cr  满足
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)1,30/y,30/x(b),1560
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而得 )c,c,c(c zyx=r 的表达式
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注意到反射光通过 C点,应有
               60/r25015kc,y2600kc,xkc 2

zyx −=−=−=

其中k为常数. 从上述第一式可解得 0x = 或
wy2
900rk

2 +
−= .由此

得反射点坐标满足以下两组方程:
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 通过计算可知,存在 56.1w C
0 −≈ ,当 C

0ww > 时第一组方程不存在

满足 22 36r ≤ 的实根,即无反射点. 而当 C
0ww < 时,有两个反射点

2,1i),60/y,y,0(Q 2
iii = .
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而第二组方程仅当 5609.1w8119.3 −<<− 时存在满足 22 36r ≤ 的

一对实根,即有两个反射点 ),
60

yx,y,x(
22 +

± 记为 43 Q,Q .

        若反射点的坐标为 )z,y,x(Q ,则位于点 )15,w,0(P 的单位

能量点光源经 Q点反射到 C点的能量密度(单位面积的能量,
正比于光强度)为

                  2)QCPQ(4
cosL
+π
β

=

其中
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而β为反射向量与 z轴的夹角
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2） )l(h),l(h CB 的表达式

        长l的具有单位能量的线光源位于点 )15,w,0(P 的长dw的
微小线光源段反射到 C点的能量密度为
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长l的具有单位能量的线光源反射到 C点的能量密度为
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类似可得 )l(h B 的表达式.相应的反射点方程为
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相应的 ,78.0w B
0 −≈ 而第二组方程的有两个反射点的范围为

].7800005.0,906.1[w −−∈
3） 优化设计的数学模型

       设线光源的功率为 W, 则它反
射到 B点和 C点的能量密度分别为

W)l(h B ⋅ 和 W)l(hC ⋅ .问题的数学模
型为： ⎪
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  4)   模型的求解
)l(h),l(h CB 可以用数值积分求得. )l(hB 应具备下列性质：
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其中 Bl 为起亮值，
'
Bl 为最大值点， 0l 为考察的最大范围，例如

取为 20mm。 )l(hC 也有类似的性质，且起亮值和最大值点均

相应地右移.数值求解 )l(h2)l(h CB = ,记其解为 *ll = ,再求出 '
C

'
B l,l ,

不难看出 '
C

'
B ll < 且 *l    落在 )l,l( '

C
'
B 之中。

        令 )l(h/2)l(h/1w *B*C* == 现证 *w  为问题之最优值。事实
上，对可行域中任一 )w,l( ，

当 ,ll *≥ 有 ,w)l(h/H2)l(h/H2w **BB =>≥ （用到 *ll ≥ 时

↓Bh ）。



当 *ll < ，有 **CC w)l(h/H2)l(h/H2w =>≥ ，（用到 *ll < 时

↑ch ）。

这就证明了 *w  的确是最小值。
       事实上数值结果为： ,62.7l,86.3l '

C
'
B ≈≈ .线光源长 41.4l* ≈

        分别将线光源和车灯反射面离散化为点光源和面元的集合，
计算每一点光源关于每一车灯反射面元的反射光线，判断其是否

与车灯反射面相交，若相交，一次反射光不能到达测试屏，否则

求出该反射光线与反射屏平面的交点，即为反射亮点。所有这些

亮点的集合即为反射光亮区。亮区的上半部分由下图所示(横坐
标为 x轴，纵坐标为 y轴，单位为 mm),下半部分与上半部分是
关于 x轴对称的.

    （2）对得到的线光源长度，在有标尺的坐标系中画出测试
屏上反射光的亮区。
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图2
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2000mm

图3

7500mm

从正面看，线光源一次光线的亮区应为图3的形状。宽度
大约是7米5左右，高度大约是2米左右。图2是用Matlab软件画
出的旋转了90O的亮区的一半。
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        1   计算 ))l(h( ),l(h CB 的另一方法是建立问题的数值模型用

数值模拟的方法加以解决.具体的做法是: 在得到反射光线和反
射到测试屏上能量的数学模型后, 分别将线光源和车灯反射面
离散化为点光源和面元的集合，在测试屏 B(或 C)点附近取一
微小面元.计算每一点光源关于每一车灯反射面元的反射光
线，将所有能到达该面元的反射光线的反射能量迭加起来,除
以面元的面积即为 B(或 C)点的反射能量密度.

（3）讨论该设计规范的合理性。

        但用这样的方法必须十分注意结果的检验,注意计算精度(必
须考察线光源和反射面的剖分密度和测试屏 B(或 C)点附近小面
元的取法等).
        2   以上参考答案中没有考虑线光源本身对反射光线的遮挡
问题，即假设线光源是透明的。如果假设线光源是不透明的，

似乎更符合现实。此时需要考虑线光源本身对反射光线的遮

挡，计算会更复杂些，计算结果也会有所不同。
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解法2 坐标系仍如图1。反
射曲面S是旋转抛物面：
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点B(0,2600,25015)，线光源上
一点P(0,w,15)射出的光被

S上的点Q(x,y,                )反射

到B点，S在Q点向上的法向
量
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因此取

n = (-x,-y,30)
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设向量 ⎟
⎠
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令 x=0，得y的5次方程（其中含参数w）。
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当w≥-0.78时，此方程在[-36，36]有解，说明当灯丝至少长
1.56毫米，才有反射光到达B点。
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令 x=0，得y的5次方程（其中含参数w）。
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类似可得当w≥-1.56时，相应方程才在[-36，36]有解，说明
当灯丝至少长3.12毫米，才有反射光到达C点。

设灯丝的长度为L，只要从-0.78到-L/2的一段灯丝对应
的抛物面上的反射面积S1，等于从-1.56到-L/2的一段灯丝对
应的抛物面上的反射面积S2的两倍，则B点的亮度(功率)就近
似等于C点的亮度(功率)的两倍。由此可求出L = 4.41毫米。

0-0.78-1.56 L/2
图1 灯丝长L

-L/2

亮区求法与前面类似，略。
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数学建模竞赛网站：

mcm.edu.cn

Matlab大观园网站：

www.matlab-world.com

Matlab语言与应用精华网站：

sh.netsh.com
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