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实际问题

某个阿拉伯国家有一座著名的伊斯兰教堂，它以中央大厅的某个阿拉伯国家有一座著名的伊斯兰教堂，它以中央大厅的
金色巨大拱形圆顶名震遐迩。因年久失修，国王下令将教堂金色巨大拱形圆顶名震遐迩。因年久失修，国王下令将教堂
顶部重新贴金箔装饰。据档案记载，大厅的顶部形状为半球顶部重新贴金箔装饰。据档案记载，大厅的顶部形状为半球
面，其半径为面，其半径为3030mm，考虑到可能的损耗和其他技术因素，实，考虑到可能的损耗和其他技术因素，实
际用量将会比教堂顶部面积多际用量将会比教堂顶部面积多1.5%1.5%。据此，国王的财政大。据此，国王的财政大
臣拨出了可制造臣拨出了可制造57505750m2 m2 有规定厚度金箔的黄金。建筑商人有规定厚度金箔的黄金。建筑商人
哈桑略通数学，他计算了一下，觉得黄金会有盈余。于是，哈桑略通数学，他计算了一下，觉得黄金会有盈余。于是，
他以较低的承包价得到了这项装饰工程。但在施工前的测量他以较低的承包价得到了这项装饰工程。但在施工前的测量
中，工程师发现教堂顶部实际上并非是一个精确的半球面是中，工程师发现教堂顶部实际上并非是一个精确的半球面是
半椭圆球面，其半立轴恰是半椭圆球面，其半立轴恰是3030mm。而半长轴和半短轴分别是。而半长轴和半短轴分别是
30.630.6mm和和29.629.6mm。这一来哈桑犯了愁，他担心黄金是否还有。这一来哈桑犯了愁，他担心黄金是否还有
盈余？甚至可能短缺。最后的结果究竟如何呢？盈余？甚至可能短缺。最后的结果究竟如何呢？



数学模型

取椭球面中心为坐标原点建立直角坐标系，则教堂顶部半椭球面的方程可写为
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通过简单的计算容易得到
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引进变量代换
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这个积分相当复杂,若记

2 2
2

2 2

cos sin lim   (2.4)
x

R
a b
θ θµ

→∞

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
( )

( )

21

20

ln 1 1 ln1 ,   1
2 2 11    (2.5)

1 1 1arcsin ,       1
2 2 1

r rdr
r

µ µ µ
µ

µ µ

µ µ µ
µµ

⎧ ⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦⎪ + ≤⎪⎪ −+ =⎨− ⎪ −
+ >⎪

−⎪⎩

∫

那么（2.3）中关于r的积分



这里µ=1的情况要对表达式求极限。注意到µ的表达式（2.4），若将式
（2.5）代入式（2.3）得到的是一个极为复杂的积分式。事实上，这是
一个无法以初等函数形式来表达的积分，因此我们必须使用近似方法来
处理它。考虑到这一积分形式相当复杂，我们宁可直接对式（2.3）来
进行处理。



数值积分方法求解

对于二重积分，可以如同一元函数定积分那样，将区域划分为小块，然后在每
个小区域上对被积函数作近似简化求积，再把所有的值求和即可。

考虑矩形区域D：{0≤s≤c,0≤t≤d}上的二重积分
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将D划分作mn个相等的小矩形 { }jjii tttsss ≤≤≤≤ −− 11 , ，其中

is 和 jt 分别是s和t方向的分点. 
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若对这两个单积分都用梯形法，就有
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这样便可求得在D上的积分I的近似值
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当将分点增加一倍使得 ,
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（i=0,1,2,…,m；j=0,1,2,…,n）。那么对

的两次积分都用Simpson法，就得到
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于是有积分I 的近似值为
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图2.1

为了形象地表现由式（2.8）和（2.10）给出的计算格式，常用的办法是

如图2.1那样在分割的小矩形顶点上标出相应的函数值在和式中的加权数。



对于矩形区域的重积分，还存在其的计算格式；另外，对于一些规则区
域，也相应的近似计算格式，可以在数值计算的有关书籍或数学手册中
查阅.
对于问题的面积S，由于积分表达式（2.3）在r=1处的奇性（被积函数
分母为零），不能直接对此用上述数值方法.但只要作一个变换

2t 1     (2 .1 2 )r= +
就可以将（2.3）改写为
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现在我们可以用数值积分的方法了.把二重积分（2.13）的积分区域{0，
0}分割为m个小矩形，利用近似格式（2.8），我们得到如表2.1的计算
结果：

表2.1

5 679.811005 679.8410

5 679.81445 679.896

5 679.82``245 679.784

5 679.83165 621.422

SmSm



从所得结果看，取面积值为5 679.8（㎡）已经极为精确，若仅要求精确
到0.1（㎡），那么计算量可大大减少，此时m=4，而

)(82.5679 2mS ≈

)(0.5765)015.01( 2mSS =+≈

加上技术与损耗等因素，教堂顶部实际是用金箔总面积为

显然，建筑商人哈桑金箔上将入不敷出，从而招受损失.



进一步的思考

对本问题 用近似格式（2.10）计算，和前面得到的结果

作比较。

选择合适的数学软件实现本问题的求解，并分析结果精度。


