
概率论与数理统计

主讲教师：荣腾中
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Chapter 1

多多多维维维随随随机机机变变变量量量及及及其其其分分分布布布
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1.1 随随随机机机变变变量量量和和和的的的分分分布布布

设二维连续型随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 f(x, y)，

求 Z = X + Y 的密度函数。

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{X + Y ≤ z}

=

∫∫
D

f(x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ z−x

−∞
f(x, y)dy

]
dx
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由变限积分的导数运算法则[∫ ϕ(z)

−∞
f(y)dy

]′

= f(ϕ(z))ϕ′(z)

求导数

fZ(z) = F ′
Z(z) =

∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx, z ∈ R
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由对称性，同理可得

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy, z ∈ R

以上两个公式称为卷积公式，卷积是分析数学中一种抽象运

算，有时记为 f(z) = fX ∗ fY。

特别地，当 X 与 Y 相互独立时，则 Z = X + Y 的概率密

度为

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dy

类似地可以推导出 Z = aX + bY (a 6= 0, b 6= 0)密度函数为

fZ(z) =
1

|b|

∫ +∞

−∞
f(x,

z − ax

b
)dx =

1

|a|

∫ +∞

−∞
f(

z − by

a
, y)dy



7/9

JJ
II
J
I

Back

Close

例例例 1.1.1.设 (X, Y ) 的联合密度函数为：

f(x, y) =

{
3x, 0 < y < x < 1

0, 其他

求 Z = X + Y 的密度函数 fZ(z)。

解：由卷积公式

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx, z ∈ R

要使得 f(x, z − x) 6= 0，当且仅当{
0 < x < 1

0 < z − x < x
=⇒

{
0 < x < 1
z
2

< x < z

在坐标轴中画出区间示意图
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(1) 当 0 < z < 1 时，

fZ(z) =

∫ z

z/2

3xdx =
9

8
z2

(2) 当 1 ≤ z < 2 时，

fZ(z) =

∫ 1

z/2

3xdx =
3

2
(1 −

z2

4
)
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(3) 当 z ≤ 0 或 z ≥ 2 时，

fZ(z) =

∫ +∞

−+∞
0dx = 0

整合得 Z = X + Y 的密度函数为

fZ(z) =


9
8
z2, 0 < z < 1

3
2
(1 − z2

4
), 1 ≤ z < 2

0, 其他
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