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摘要摘要

本案例研究的是一非线性系统，当其输入为特定离散频
率时，输出信号中原频率与交调频率之间的频差关系及相
应的幅值关系，并据此选择输入信号的频率，以避免交调
形成噪声干扰。

采用线性回归的方法获得系统的特性函数为：
y(t)=0.255091u(t)+0.0453838u2(t)-0.000413u3(t)，并
通过显著性检验，且R2大于0.999，说明该模型是合理
的。

在进行频率设计时考虑解为整数的特点，在穷举搜索
法的基础上建立简单模型；通过简化判决条件，缩小检验
范围，提高搜索速度，建立改进的搜索模型；进一步还给
出了具有一般性的傅氏求解方法，最终得到两组解为
f1=36,f2=42,f3=55和f1=36,f2=49,f3=55.
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摘要摘要

若考虑提高信噪比，则最优解为第一组解。

综上所述，本模型设计中充分考虑题设要求，在合理假
设下简化模型，设计的模型具有简单、实用、易推广、适
应范围广的特点。
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一、问题背景一、问题背景

在通信工程中，信号的可靠性是至关重要的，
在信号的传输过程中，往往遇到噪声干扰，干扰可
能来自系统的外部，也可能由系统本身的非线性输
出过程产生。

例如：一非线性系统

)(ty

)()()( 2 tututy +=

tftftu 21 2cos2cos)( ππ +=
输出信号 中还包含有新频率 )2,1,( =± jiff ji

称为交调，如果交调出现在原有频率的附近，就会形
成噪声干扰。因此，在工程设计中，需要对输入信号
的频率进行适当的选择，以避免交调形成噪声干扰。

输入
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二、问题二、问题

已知一SCS（非线性）系统，输入输出的对应关系由
一组实验数据给定。

输入 0 5 10 20 30 40 50 60 80

输出 0 2.25 6.80 20.15 35.70 56.40 75.10 87.85 98.50

tfAtfAtfAtu 332211 2cos2cos2cos)( π+π+π=输入

其中A1=25，A1=25，A2=10，A3=45，是输入信号的振幅，
要求设计输入频率 并使其满足下列条件：321 ,, fff
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满足的条件

1． ].55,46[],50,41[],40,36[ 321 ∈∈∈ fff

2．在区间范围内， 只选择整数值。

3．通过SCS后的交调只考虑二阶类型
和三阶类型 。

4． 。

5. 交调 =      时，信噪比SNR=           。其中
是 （输入频率）的振幅，Cn是 （交调）的振幅。

321 ,, fff

)3,2,1,( =± jiff ji

)3,2,1,,( =±± kjifff kji

),3,2,1,](5,5[ jijifff jji ≠=+−∉

nf
6±if dB

C
B

n

i 10lg10 2
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> iB
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四、问题的分析四、问题的分析

需建立两个模型

• 第一个模型是系统的输入输出函数模型。

利用题目中给出的实验数据，在合理假设
的情况下，通过拟合或回归的方法求解输入
输出关系中的参数。

• 第二个模型是频率设计模型。

由于求解范围在整数的范围，而且可得的
组合在数量上不是十分大，所以可考虑采用
搜索法进行求解。
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五、假设五、假设

1．该系统为一因果、时不变、无记忆的非线性系统。由
因果时不变系统的特性可知：

（1） 系统具有零输入时零输出的特点；

（2） 系统参数不随时间零输出的特点；

2．假设该系统的参数不随输入信号的频率变化而变化，

3．系统的特性函数由实验进行测量给出。实验中输入信
号是一确定量。输出观测量中不含系统误差，只有观测
误差，其对应输入量的关系为 ，其中 为随
机扰动，假设该扰动是符合 的正态分布。

ε+= )(ufy ε
0=µ
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六、符号说明六、符号说明

A(f） 频率为 f  分量的幅值
B        接收带（单边）

Bi 输入频率的振幅

Cn 交调 fn 的振幅

交调频率

输入频率

SNR      信噪比

u(t)     输入信号

y(t)     输出信号

)lg10( 2

2

n

i

C
B

if

'f
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七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型

定义系统特性函数为：y(t)=f[u(t)]。

若只考虑t0时刻，由假设知，y(t0)=f[u(t0)]可简写
为：y=f(u)，其中u为输入信号，而y为输出信号。

由假设3知， ，因为 符合 的正态分
布，所以可以根据实验数据用回归模型进行求解。

基于三点原因：

（1）假设1中为零输入时零输出；

（2）只考虑二阶及三阶交调的影响；

（3）多项式有利于频率及幅度的求解。

结合样本的散点图的形状，确定回归的模型为

ε+= )(ufy ε 0=µ

3
3

2
21 uauauay ++=
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七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型
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七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型

确定系数a1,a2,a3的方法

1）求解优化问题：

这是一个二次规划问题，可调用MATLAB软件中的函数
quadprog求解。

或求解优化问题

这是一个最大最小化问题，可调用MATLAB软件中的函
数fminimax求解。

23
3

2
2i1

n

1i

n

1i
i

2
i321 )]([),,(min ii uauauayaaaQ ++−=ε=∑ ∑

= =

|)(|max||max),,(min 3
3

2
2i1i321 iiiii

uauauayaaaQ ++−=ε=



-13-

七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型

确定系数a1,a2,a3的方法

2）线性最小二乘拟合

令 x1=u,x2=u
2,x3=u

3

用三元函数y=a1x1+a2x2+a3x3来拟合已给数据
（ui,ui

2,ui
3,yi), 可调用MATLAB软件中的函数

lsqcurvefit求解。

3) 多元线性回归

回归模型为

可调用MATLAB软件中的regress，得到系数的预测值。
⎩
⎨
⎧

σε
ε+++=

),0(~
Y

2
332211

N
xaxaxa
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七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型

用多元线性回归得到系数a1,a2,a3的估计值

使用MATLAB软件中的多元线性回归，我们可以得
到系数的预测值
为， ， ， ，
相关系数 R 的平方值大于0.999，且所有检验都通
过，效果很好。

若单纯从数据上回归的需要出发，我们共设计了7
种类型的多项式，通过MATLAB中的regress和stepwise
求解后得到各自优缺点，并列于下页的表中。

244091.0ˆ1 =a 045383.0ˆ2 =a 000413.0ˆ3 −=a



-15-

模型 优点 缺点

1 y=a+bu 线 性 化 ， 检 验 通过
R=0.97

不能反映系统非线
性，无交调分量产生

2 y=a+bu+cu2 系数显著性检验通过，
二次项检验稍差

不能产生三阶交调

3 y=a+bu+cu2+du3 可以产生三次交调 常数项显著性检验
不通过

4 y=au+bu2+cu3 可产生三次交调，显著
性检验都通过 R2=0.999

最多只能产生三次
交调

5 y=a+bu+cu2+d
u3+eu4

四次项系数检验不
通过，没有意义

6 y=a+bu+cu2+d
u3+eu4+fu5

R2进一步提高，五次项

系数显著性检验通过
常数项及二次项不
能通过显著性检验

7 y=au+bu3+cu4

+du5
R2再一步提高，显著性

检验很好
产生交调增多，下
一步分析变复杂
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七、系统特性函数的回归模型七、系统特性函数的回归模型

进一步，对u，u2，u3进行逐步回归，参量
进入顺序为u，u3，u2，说明奇数项的作用较
大。而且在所作的7种模型中，最优的模型4与
模型7均不含有常数项，说明假设1是合理的。
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

将输入
tfAtfAtfAtu 332211 2cos2cos2cos)( π+π+π=

代入系统的输入输出特性函数

)(004133.0)(04538.0)(2441.0)( 32 tutututy −+=

中，利用积化和差公式
经整理得到y(t)的频率成分有以下几种：

(1) 1阶：fi,i=1,2,3;

(2) 2阶：|fi±fj|,i,j=1,2,3;

(3) 3阶：|fi±fj±fk|, i,j,k=1,2,3;

)]cos()[cos(coscos 2
1 β−α+β+α=βα
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

将输入
tfAtfAtfAtu 332211 2cos2cos2cos)( π+π+π=
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)(004133.0)(04538.0)(2441.0)( 32 tutututy −+=
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)]cos()[cos(coscos 2
1 β−α+β+α=βα
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解
（1）频率条件

对接收带宽度为2B的情况，当一频率组 满足下列
条件时称为满足频率条件（除去 情况）。

321 ,, fff

],[. BfBffa jji +−∉ )3,2,1,( =ji

)3,2,1,,( =lji],[ BfBfffb llji +−∉±⋅

jji fff −+

],[. BfBffffc llkji +−∉±± )3,2,1,,,( =lkji

(2) 幅度条件

Cn为交调产生的振幅，Bi为输出中主频的振幅。若

，则对应SNR=            。dB
C
B

n

i 10lg10 2

2

>)3,2,1(6 =±= iff in
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

（3）第一类解

满足B=6的频率条件时的频率组，即为第一类解。显
然，第一类解使所有差频与和频都落在 外，
因而自然满足幅度条件。

)3,2,1(6 =± if i

(4)第二类解

满足B=5的频率条件的频率组即为第二类解。
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

模型I：简单模型

频率 为整数，且 因而
解的可能组合有限，用穷举法搜索可能的组合。

搜索过程：当给定一组频率组，通过回归模型，将所产生
的新的和频与差频进行记录，然后检验频率条件与幅度条
件，符合则输出所得解，并更换另一组频率组重复上述步
骤，直至所有可能情况都列举完。

考虑到频率条件比幅度条件简单，可将上述搜索过程分两
步。第一步先搜索满足频率条件的频率组。第二步则在第
一步中求得的解中检验幅度条件，搜索出第二类解。

321 ,, fff ].55,46[],50,41[],40,36[ 321 ∈∈∈ fff
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

模型I：简单模型

第一步中，没有第一类解，第二类解的可能组合有6个：

（36，42，54） （36，42，55） （36，48，54）

（36，49，55） （37，43，55） （37，49，55）

第二步中，检验幅度条件后得到两个满足条件的第二类
解：

（36，42，55） （36，49，55）

比较得到的两组解在 的SNR值，可确定解1优于解2，
即最优解为（36，42，55），次优解为（36，49，55）

6±if
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

模型II：改进模型

考虑交调减去主频后的频差的特点，可将频率条件简化。

定理：设离主频最近的交调与相应主频之间的频差的绝对
值为d，则当 时，)3,2,1,,( =>+ kjifff kji

)( fff <<)2,2,,min( 213311223 fffffffffd −+−−−= 321

因此，频率条件可简化为：对接收带2B而言，要求d>B。
所以我们可将搜索条件改为d>B，写成不等式组的形式
为：

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>−+

>−
>−
>−

Bfff
Bff

Bff
Bff

213

31

12

23

2
2
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

对应所给数据B=6及 的区间范围可知，

必然成立。B=5时同样成立。

采用改进模型的一大优点是将问题设置为一规划问
题：目标函数为使交调的SNR最小，约束方程一线性不等
式组给出：

31, ff Bff >− 312

这一规划问题的整数解
即为本问题的最优解。

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>−+
>−
>−

∈
∈
∈

Bfff
Bff
Bff

f
f
f

213

23

12

3

2

1

2

]55,46[
]50,41[
]40,36[
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

模型III：傅氏级数展开法

在前面的模型中，仅局限于系统特性函数为三次多项
式，这种简单的函数可通过各分量相乘来获得幅值，已
相当麻烦且规律比较复杂。若系统的特性函数的多项式
阶次提高或为非多项式形式，上述方法中的幅度条件很
难判定。而采用傅氏级数法则可适应不同的函数类型。

当输入为离散整数频率时，y(t)的基频是整数，y(t)周
期为1。所以，任意频率分量幅值

其中 。

在本题中，y(t)为偶函数，故有

22)( bafA +=′

∫∫ −−
== 2

1

2
1

'2
1

2
1 '2sin)(2,2cos)(2 tdtftybtdtftya ππ

∫== 2
1

0
'2cos)(4)'( tdtftyafA π
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八、频率设计模型的分析与求解八、频率设计模型的分析与求解

模型III：傅氏级数展开法

用数值积分求出 ，这种方法运算量大，但可适应各
种输入函数。

在本题中，应先按模型II（改进模型）的搜索方法找到
可能解，再计算这些解中需检验幅值的频率 的 ，
就可以进行检验，求出满足幅值条件的解。

使用MATLAB软件对两组频率值（36，42，54）、（36，
42，55）进行本节中的分析，得到的结果与前面模型得
到的结果相同。

)'( fA

'f )'( fA



-27-

九、稳定性分析九、稳定性分析

1.解关于系统特性函数多项式系数的稳定性

这里讨论当系统多项式的系数在什么范围变化时，解
仍是解，非解仍是非解。

当系统特性函数多项式系数发生变化时，输出的频率
不变，但各频率的振幅将发生变化。故只需讨论系统特
性函数多项式系数变化时对有关信噪比的影响，即当多
项式系数在什么范围变化时，前面得到的6组频率中，
2、4组仍是解，3∼6组仍是非解。
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九、稳定性分析九、稳定性分析
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仍是解，非解仍是非解。

当系统特性函数多项式系数发生变化时，输出的频率
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性函数多项式系数变化时对有关信噪比的影响，即当多
项式系数在什么范围变化时，前面得到的6组频率中，
2、4组仍是解，3∼6组仍是非解。
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九、稳定性分析九、稳定性分析

2.高阶系统多项式（≥4阶）对解的影响

前面系统多项式，采用的是三阶多项式，实际上大于
等于4次的函数亦能产生一阶、二阶、三阶的交调。但由
于4次及4次以上的项其系数非常小（≤10-5）。故其产生
的交调的振幅相对3次项产生的该交调的振幅的变化在解
的稳定范围内，故用3次多项式是足够精确的。
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十、模型的优缺点及其改进和推广十、模型的优缺点及其改进和推广

1.模型的优缺点

类别 优点 缺点

模型Ⅰ 原理简单明了 相对而言运算次数多

模型Ⅱ
求解速度快，程序
简练，推广容易

只能搜索第一类解及
第二类可能解

模型III 适用于任意系统
的特性函数

速度慢，运算量大，
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十、模型的优缺点及其改进和推广十、模型的优缺点及其改进和推广

2.改进与推广

（1）频率选择区间加大对第一类解的影响

当选择区间达到一定范围，特别是两端频率f1,f3
之间的距离扩大时，第一类解必然可以找到，说明增
大高、低频分量的频差有助于减小交调的影响。当将
f3选择频率设为[46，57]时，可得两个第一类解：

（36，43，57）和（36，50，57）
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十、模型的优缺点及其改进和推广十、模型的优缺点及其改进和推广

2.改进与推广

（2）接收带大小对解的影响

从程序运行结果可知，对于同一频率分辩力，当
接收带缩小时，可能解的个数将大幅度增加。如为整
数解时，当接收带从5降至4时，可能解的个数由6变为
44。对于频率分辨力为0.5与0.1也有相同情况。如对
于频率分辨力为0.1，当接收带从5降为4时，可能解的

个数从322一下子变为12782个。
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十、模型的优缺点及其改进和推广十、模型的优缺点及其改进和推广

2.改进与推广

（3）将输入信号由3项改为n项

∑
=

π=
n

k
kk tfAtu

1

2cos)(

研究其信噪比的计算和研究高阶交调（如5，7
阶）的分析。Fourier分析是研究此问题的重要工
具。

返回返回
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