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规范型零和博弈与矩阵博弈



布鲁多上校博弈

1877年6月8日俄土战争贝耶泽要塞保卫战

作者：拉戈里奥·列夫·费利克索维奇(1891)

•	 布鲁多上校拥有 m 个军团

•	 他的敌人有 n 个军团

布鲁多上校必须为两个阵地找到最
佳的军团分配。



布鲁多上校博弈

•	 在每个阵地上，军团数量多的一方获胜。

•	 双方都不知道对方在每个阵地会投入多少军团。

m n



规范型二人零和博弈

定义：  
系统
												            Г = (X, Y, K),
称为规范型二人零和博弈，其中X和Y是局中人1和2的策略集，对应的函数为  
K: X × Y ⟶ R1

说明：
•	 x ∈ X – 局中人1的策略
•	 y ∈ Y – 局中人2的策略
•	 (x, y) ∈ X×Y – 博弈Г = (X, Y, K)中的局势
•	 K(x, y) – 局中人1的支付函数
•	 [−K(x, y)] – 局中人2的支付函数



规范型二人零和博弈

yi + 1, 如果 xi > yi  (布鲁多上校获胜), 
0, 如果 xi  = yi, 
– (xi + 1), 如果 xi < yi  (布鲁多上校失败), 

定义：  
系统
												            Г = (X, Y, K),
称为规范型二人零和博弈，其中X和Y是局中人1和2的策略集，对应的函数为 
K: X × Y ⟶ R1, 

布鲁多上校博弈.
•	 x = (x1, x2 ) ∈ X, 其中  x1 + x2 = m, xi ≥ 0, i = 1, 2.
•	 y = (y1, y2) ∈ Y, 其中  y1 + y2 = n, yi ≥ 0, i = 1, 2. 

•	 K(x, y) = h1(x, y)  
			   + h2(x, y), hi(x, y) = �  
 
[−K(x, y)] – 局中人2的支付函数



定义： 
具有有限策略集合的二人零和博弈称为矩阵博弈。

说明：

•	 ГA = (X, Y, K) – 矩阵博弈

•	 xi ∈ X, 其中 i ∈ {0, 1, … , m} – 局中人1的策略 
yj ∈ Y, 其中 j ∈ {0, 1, … , n} – 局中人2的策略

•	 (xi, yj) ∈ X×Y – 博弈 ГA = (X, Y, K) 中的局势

•	 K(xi, yj) = ai,j – 局中人1的支付函数 
[−K(xi, yj)] = −ai,j – 局中人2的支付函数

规范型二人零和博弈



矩阵博弈

具有有限策略集合的二人零和博弈称为矩阵博
弈。

当 m − i > n − j,  i > j, 
当 m − i > n − j,  i = j, 
当 m − i > n − j,  i < j, 
当 m − i < n − j,  i > j, 
当 m − i = n − j,  i > j, 
当 m − i < n − j,  i < j, 
当 m − i = n − j,  i < j, 
当 m − i < n − j,  i = j, 
当 m − i = n − j,  i = j.

n + 2, 
n − j + 1,
n − j − i,
− m + i + j, 
j + 1, 
− m − 2, 
− i − 1,
− m + i − 1,
0,

ai,j =A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

� �

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

局中人的策略：
xi = (m − i, i),
yj = (n − j, j).

布鲁多上校博弈 (m = 4, n = 3):

定义： 
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鞍点



定义：
局中人1的最大最小策略是 xi0，如果

其中 v_ – 博弈的下值。

� � � max min aij
i j

a00 
a01 ⋯ a1n 

minj a0j

a10 a11 ⋯ a2n minj a1j

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
am0 am1 ⋯ amn minj amj

xi ∈ X yj ∈ Yyj ∈ Y
max min K(xi, yj) = min K(xi0, yj) = v_  

最大最小策略与最小最大策略



最大最小策略与最小最大策略

��������������������
min max aij

max ai0 max ainmax ai1 ⋯

i

i i i

j

定义：
局中人2的最小最大策略是 yj0 ，如果

其中 v
_

 – 博弈的上值。

�

a00 
a01 ⋯ a1n 

a10 a11 ⋯ a2n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
am0 am1 ⋯ amn

�

yj ∈ Y xi ∈ Xxi ∈ X
min max K(xi, yj) = max K(xi, yj0) = v

_
  



布鲁多上校该如何行动? 
他该选择什么样的策略?

布鲁多上校博弈

A = 

x0

x1 

x2

x3 

x4

� �

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4



假设敌人选择策略 y1,
那么布鲁多上校应当选择 x1:
					     max K(xi, y1) = K(x1, y1).

布鲁多上校博弈

A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

�

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

xi ∈ X

�



A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

布鲁多上校博弈

但布鲁多上校并不能提前知道敌人会选择什么策略!

�

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

�



布鲁多上校可以确保他的收益:

v_ = max min K(xi, yj) = a0,3 = a4,0 = 0.

A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

�

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

xi ∈ X yj ∈ Y

�

布鲁多上校博弈

无论敌人的策略是如何选择，布鲁多上校的收益将不低于0， 
此时他选择策略x0或者x4！



A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

�

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

xi ∈ Xyj ∈ Y

�

布鲁多上校博弈

类似地，敌人也可确保其收益:

v
_ 

= min max K(xi, yj) = a1,1 = a3,2 = 3.

无论布鲁多上校采取何种策略，其敌人的损失不会超过3， 
此时敌人选择最小最大策略y1或者y2！



在此博弈中
v_

 
= max min K(xi, yj) ≠ min max K(xi, yj) = v

_
,

0 ≠ 3.

A = 

x0 

x1 

x2

x3 

x4

�

y0 y1 y2 y3

4 2 1 0
1 3 0 −1

−2 2 2 −2
−1 0 3 1

0 1 2 4

xi ∈ Xxi ∈ X yj ∈ Y yj ∈ Y

�

布鲁多上校博弈



y0 y1 y2

A =
x0 

x1 

x2

1
2
0

4
3

−2

1
4
7

� �

在此博弈中
max min K(xi, yj) = min max K(xi, yj) = K(x1, y0) = 2.
xi ∈ X xi ∈ Xyj ∈ Y yj ∈ Y

另一个矩阵博弈的例子



定义：  
在二人零和博弈 Г = (X, Y, K) 中，局势 (x*, y*) 称为均衡局势或鞍点， 
如果满足：

K(x, y*) ≤ K(x*, y*), ∀x ∈ X,

K(x*, y) ≥ K(x*, y*), ∀y ∈ Y.

均衡局势



均衡局势的存在性

定理：（矩阵博弈中均衡局势存在的充分必要条件）  
在矩阵博弈 Г = (X, Y, K) 中存在均衡局势，当且仅当满足以下等式：		
					   

v_ = max min K(x, y) = min max K(x, y) = v
_

.
x∈ X x∈ Xy∈ Y y∈ Y
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混合策略



x0

x1

x2

x3

x4

y0		   y1	     y2		  y3

   4		  2		   1		    0				  
   1		  3		   0		 −1				  
−2	      2	       2	     −2				  
−1	      0		   3		    1
   0		  1		   2		    4		

⎞
⎟

⎠

⎞
⎟

⎠

混合策略

布鲁多上校应当如何避免泄露自己的策略信息?



定义：  
取值为局中人的策略的随机变量称为混合策略。
  
局中人 1 和局中人 2 的混合策略具有如下形式： 

		  x = (ξ0, … , ξm),      ξ i = 1, ξ i ≥ 0, i = 0, … , m.
		   
		   
		  y = (η0, … , ηn),      η j = 1, η j ≥ 0, j = 0, … , n.

其中 ξ i 和 η j ≥ 0 – 分别是在局中人1 和局中人2 选择纯策略i 和j 时的 
概率。X, Y 表示混合策略的集合。

∑

∑

m

n

j = 0

j = 0

混合策略



定义： 
取值为局中人的策略的随机变量称为混合策略。 

布鲁多上校博弈
令 x = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2), y = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25).

0.25		     0.25 		     0.25 		     0.25
  4			         2			        1			        0
   1			     3			        0		         −1
−2		         2			        2		         −2
−1		         0			        3			        1
   0			     1			        2			        4	

0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2

⎞
⎟

⎠

⎞
⎟

⎠

混合策略



												            随机数字表

0.83   	 0.48   	 0.88   	 0.81   	 0.37   	 0.09   	 0.56   	 0.88   	 0.29   	 0.37 
0.26   	 0.43   	 0.65   	 0.08   	 0.97   	 0.26   	 0.28   	 0.53   	 0.61   	 0.42 
0.41   	 0.63   	 0.84   	 0.04   	 0.42   	 0.61   	 0.05   	 0.50   	 0.67   	 0.75 
0.45   	 0.53   	 0.33   	 0.19   	 0.10   	 0.39   	 0.53   	 0.04   	 0.24   	 0.79 
0.22   	 0.98   	 0.54   	 0.77   	 0.04   	 0.55   	 0.76   	 0.13   	 0.32   	 0.46 
0.15   	 0.42   	 0.86   	 0.35   	 0.24   	 0.83   	 0.85   	 0.36   	 0.49   	 0.11

x = (0.7, 0, 0, 0, 0.3)

0,70 1

混合策略

令 x = (0.7, 0, 0, 0, 0.3).
布鲁多上校的这一策略将如何实施?
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混合策略下的鞍点



定义：  
矩阵博弈 ГA 中局中人的混合策略二元组 (x, y) 称为混合策略下
的局势。

 
定义： 
混合策略 x = (ξ0, . . . , ξm), y = (η0, . . . , ηn) 下的局势处支付  
K(x, y) 定义为数学期望： 

								        K(x, y) =        	   ξ iaijη j = (xA)y = x(Ay). ∑ ∑
m n

j=0 j=0

混合策略下的支付



  0.1		       0.9 			     0 		        0
   4			     2			        1			        0
   1			     3			        0		         −1
−2		         2			        2		         −2
−1		         0			        3			        1
   0			     1			        2			        4	

0.7 
0 
0 
0 
0.3

局势 (x, y)处的支付:

		  K(x, y) =∑ ∑ ξ iaijη j = 0.7(0.1 · 4 + 0.9 · 2 + 0·1 + 0 · 0) +  
 
+ 0(…) + 0(…) +0(…) + 0.3(0.1 · 0 + 0.9 · 1 + 0 · 2 + 0 · 4) = 1.81.

4 3

i = 0 j = 0

⎞
⎟

⎠

⎞
⎟

⎠

混合策略下的支付

令 x = (0.7, 0, 0, 0, 0.3), y = (0.1, 0.9, 0, 0):



混合策略意义下的均衡局势

矩阵博弈基本定理  
在混合策略意义下，任何矩阵博弈都存在均衡局势。

总存在混合策略下的局势 (x∗, y∗), 使得： 
 
										          K(x, y*) ≤ K(x*, y*), ∀x ∈ X, 
										          K(x*, y) ≥ K(x*, y*), ∀y ∈ Y.
 
同样也满足以下等式： 

					     K(x∗, y∗) = max min K(x, y) = min max K(x, y).

 
均衡局势下的支付被称为博弈值，表示为 v。

x∈X x∈Xy∈Y y∈Y



对 (x∗, y∗) 满足： 

								        K(x∗, y∗) = max min K(x, y) = min max K(x, y) =     .

因此, (x∗, y∗) – 是博弈 ГA的均衡局势。

7 3

14

32 48

 4 	           1 	      4 令 x∗ = �      , 0,      , 0,      �, y∗ = � 7  ,     ,
     , 

    

9

9

9

0

0

4

1

4

90

9 9 9 90 90 9090

90 90 90

9

�:

0		         1			      2			    4

 4			     2			   1			     0

 1			     3			   0		      −1

−2		      2			    2		      −2	

−1		      0			    3			     1	
	

⎞
⎟
⎟

⎠

⎞
⎟
⎟

⎠

32 48 3

x∈X x∈Xy∈Y y∈Y

混合策略意义下的均衡局势



混合策略下的局势 (x∗, y∗) 在博弈 ГA中是均衡局势的充分必要条件是
成立等式： 

									         min K(x∗, yj) = max K(xi, y∗).
yj∈Y xi∈X

定理：

最优策略及博弈值的性质



ξ 			   6				    5
� �

1 − ξ 		  3				    7

1 − ηη

K(x1�, y∗�) = 6η∗+ 5(1 − η∗�)		       η∗+ 5� = 7 − 4η∗� 
   

K(x1�, y∗) = K(x2�, y∗)		           y∗�= (η∗, 1 − η∗) = (0.4, 0.6)

K(x∗, y1�) = 6ξ∗�+ 3(1 − ξ∗�)		    3 ξ∗+ 3� = 7 − 2ξ∗ 
K(x∗, y2��) = 5ξ∗�+ 7(1 − ξ∗�)		       ξ∗�= 0.8 

K(x∗, y1�) = K(x∗, y2�)		              x∗�= (ξ∗, 1 − ξ∗) = (0.8, 0.2) 

			          			  K(x∗�, y∗�) = 5.4 

令 x = (ξ , 1 − ξ ), y = (η, 1 − η):

K(x2�, y∗) = 3η∗�+ 7(1 − η∗�)		       η∗ = 0.4

例
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占优策略



4		  0		  2		  0		  2		  1		  1		  0		  3		  0		  1		  5
0		  2		  1		  5		  0		  1		  0		  6		  2		  3		  0		  1
3		  0		  0		  2		  1		  3		  1		  0		  2		  2		  0		  1
0		  1		  1		  1		  0		  1		  0		  1		  2		  2		  0		  0
2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6
1		  2		  0		  0		  1		  0		  0		  0		  3		  2		  0		  0
0		  3		  0		  4		  0		  1		  0		  2		  1		  1		  0		  5
2		  0		  2		  2		  1		  0		  0		  1		  2		  0		  1		  2
2		  2		  0		  1		  1		  0		  1		  0		  3		  1		  1		  0

A =

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

策略的优超

如何找到该博弈的均衡局势?



定义：  
局中人1 (2) 的策略 x′ (y′) 称为优超于策略 x′′ (y′′), 如果以下不等式成立：

						             x′a j ≥ x′′a j, ∀j ∈ {0, … , n}
		      		           (ai

 y′≤ ai y′′, ∀i ∈ {0, … , m}).

定义：  
局中人1 (2) 的策略 x′′ (y′′) 称为被占优，如果存在这个局中人 
的策略 x′ ≠ x′′ (y′ ≠ y′′) 优超于 x′′ (y′′)。

局中人1 (2) 的策略 x′′ (y′′) 称为严格被占优，如果存在该局中人的策略  
x′ (y′) 使得上述不等式严格成立。

策略的优超



4		  0		  2		  0		  2		  1		  1		  0		  3		  0		  1		  5
0		  2		  1		  5		  0		  1		  0		  6		  2		  3		  0		  1
3		  0		  0		  2		  1		  3		  1		  0		  2		  2		  0		  1
0		  1		  1		  1		  0		  1		  0		  1		  2		  2		  0		  0
2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6
1		  2		  0		  0		  1		  0		  0		  0		  3		  2		  0		  0
0		  3		  0		  4		  0		  1		  0		  2		  1		  1		  0		  5
2		  0		  2		  2		  1		  0		  0		  1		  2		  0		  1		  2
2		  2		  0		  1		  1		  0		  1		  0		  3		  1		  1		  0

x0

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

x11

y0		  y1	 y2		 y3		 y4		 y5		 y6		 y7		 y8		 y9		 y10	 y11 •	 策略 x6, x7, x5, x7, x4, x7, x5, x4,  
y4, y6 分别对应优超于策略 x0, x1,  
x2, x3, x8, x9, x10, x11, y0, y8 。

•	 因此，策略 x0, x1, x2,  
x3, x8, x9, x10, x11, y0, y8  
是被占优的。
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策略的优超



策略的优超

局中人的一个策略 x′ 优超于它的一个最优策略 x∗,  那么策略 x′ 也是最 
优的*。

 

如果一个局中人的策略 x∗ 是最优的，那么策略 x∗ 不是严格被占优的。

* – 最优策略是均衡局势下的策略。 

定理：

定理：



4		  0		  2		  0		  2		  1		  1		  0		  3		  0		  1		  5
0		  2		  1		  5		  0		  1		  0		  6		  2		  3		  0		  1
3		  0		  0		  2		  1		  3		  1		  0		  2		  2		  0		  1
0		  1		  1		  1		  0		  1		  0		  1		  2		  2		  0		  0
2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6
1		  2		  0		  0		  1		  0		  0		  0		  3		  2		  0		  0
0		  3		  0		  4		  0		  1		  0		  2		  1		  1		  0		  5	
2		  0		  2		  2		  1		  0		  0		  1		  2		  0		  1		  2
2		  2		  0		  1		  1		  0		  1		  0		  3		  1		  1		  0 

y0        y1        y2       y3       y4       y5       y6        y7       y8       y9      y10      y11

x0

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

x11
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策略的优超

策略 x0, x1, x2, x3, x8, x9, x10, x11, y0,  
y8 并不是均衡局势下的策略。



策略的优超

设矩阵 A′ 是由矩阵 A 删掉第 i 行所得。 

令 x ∗ 表示策略 x∗ 在第 i 位置的扩充。

定理：  
假设矩阵 A 的第 i 行被占优，那么

•	 vA = vA′.

•	 在博弈 ГA′ 中，局中人2 的任意最优策略 y∗ 在博弈 ГA中也是最优的。

•	 如果 x∗ 是局中人1 在博弈 ГA′ 中的任意最优策略，那么 x∗  

是该局中人在博弈 ГA中的最优策略。

i

i



策略的优超

4		  0		  2		  0		  2		  1		  1		  0		  3		  0		  1		  5
0		  2		  1		  5		  0		  1		  0		  6		  2		  3		  0		  1
3		  0		  0		  2		  1		  3		  1		  0		  2		  2		  0		  1
0		  1		  1		  1		  0		  1		  0		  1		  2		  2		  0		  0
2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6
1		  2		  0		  0		  1		  0		  0		  0		  3		  2		  0		  0
0		  3		  0		  4		  0		  1		  0		  2		  1		  1		  0		  5
2		  0		  2		  2		  1		  0		  0		  1		  2		  0		  1		  2
2		  2		  0		  1		  1		  0		  1		  0		  3		  1		  1		  0

x0

x1

x3

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

x11

y0		  y1	 y2		 y3		 y4		 y5		 y6		 y7		 y8		 y9		 y10	 y11 该博弈中的最优策略为 
x∗= y∗= (0, 0, 0, 0, 0,     ,     , 0, 0, 0, 0, 0),
博弈值为 v =    。
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策略的优超

2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6

x4

x5

x6

x7

y0		  y1	 y2		 y3		 y4		 y5		 y6		 y7		 y8		 y9		 y10	 y11 博弈的最优策略：
 
x∗= (0, 0,      ,      ),
 
y∗= (0, 0, 0, 0, 0,      ,      , 0, 0, 0, 0, 0).
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策略的优超

设矩阵 A′ 是由矩阵 A 删掉第 j 列所得。令 y∗ 表示策略 y∗在第 j 位置
的扩充。

 
定理：  
在博弈 ГA中，假设矩阵 A 的第 j 列被占优，那么

•	 vA = vA′.

•	 在博弈 ГA′ 中，局中人1 的任意最优策略 x∗ 在博弈 ГA中也是最优的。

•	 如果 y∗ 是局中人2 在博弈 ГA′ 中的任意最优策略，那么 y∗ 是该局 

中人在博弈 ГA中的最优策略。

j

j
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占优策略



2		  4		  1		  1		  2		  1		  1		  0		  4		  2		  1		  0
3		  2		  3		  3		  2		  3		  1		  3		  2		  3		  1		  3
4		  3		  3		  0		  3		  1		  2		  0		  4		  1		  2		  6
0		  4		  3		  6		  0		  3		  0		  6		  2		  3		  2		  6

x4

x5

x6

x7

y0		  y1	 y2		 y3		 y4		 y5		 y6		 y7		 y8		 y9		 y10	 y11

⎞

⎠

⎞

⎠

策略的优超

•	 策略 y4, y4, y5, y7, y6, y5, y6, y7 分别对应优超于策略  
y0, y1, y2, y3, y8, y9, y10, y11.

•	 因此策略 y0, y1, y2, y3, y8, y9, y10, y11 被占优的。



2		  1		  1		  0				  
2		  3		  1		  3				  
3		  1		  2		  0				  
0		  3		  0		  6

2		  3		  1		  3				  
3		  1		  2		  0				  
0		  3		  0		  6

x4

x5

x6

x7

x5

x6

x7

y4		  y5	 y6		 y7	

y4		  y5	 y6		 y7	

⎞

⎠
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策略的优超

策略 x5 优超于 x4:



2		  3		  1		  3				  
3		  1		  2		  0				  
0		  3		  0		  6

3		  1		  3				  
1		  2		  0				  
3		  0		  6

x5

x6

x7

x5

x6

x7

y4		  y5	 y6		 y7	

y5		 y6		 y7	

策略的优超

策略 y6 优超于 y4:



3		  1		  3				  
1		  2		  0				  
3		  0		  6

1		  3				  
2		  0				  
0		  6

x5

x6

x7

x5

x6

x7

y5		 y6		 y7	

y6		 y7	

策略的优超

策略 y = (0, 1/2, 1/2) 优超于 y5:



1		  3				  
2		  0				  
0		  6

2		  0				  
0		  6

x5

x6

x7

x6

x7

y6		 y7	

y6		 y7	

3 31
4 24

策略的优超

策略 x = (0, 1/2, 1/2) 优超于 x5:

最优策略为 x∗= y∗= �    ,   �，博弈值为 v =     .



2		  0				  
3		  1				  
1		  3
0		  2

3		  1				  
1		  3

x0

x1

x2

x3

x1

x2

y0		 y1	

y0	    y1

⎞

⎠

⎞

⎠

1 1
2 2

布鲁多上校博弈

设 m = 3, n = 1. xi = (m − i, i), yj = (n − j, j).

最优策略为 x∗= y∗= �    ,    �，博弈值为 v = 2.
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矩阵博弈的迭代求解方法



迭代法

Brown-Robinson 迭代法是一种迭代过程，用于构造收敛于矩阵博弈解的
博弈值序列 (v_k)

•	 在每次迭代中，局中人1 和2 都使用纯策略。

•	 在当前迭代中，局中人选择纯策略基于其累计支付。



算法： 

•	 迭代 0: 
xi0, yi0 是任意的初始纯策略

•	 迭代 1: 
xi1: max ai,j0 = v

_1;  yi1: min ai0,j = v_1.

•	 迭代 k + 1: 
xik+1: max ∑

j
 
ai,jk η

k

 = v
_k; yjk+1: min ∑

i
 
aik

,j ξ
k

 = v_k,  
 
此时 ξk 和 ηk 是局中人的纯策略 xi 

, yj 在迭代 k 处被选择的数量。

算法由以下定义： ℇ = max v
_

k − min v_k. 

i

i

i j 

j

j

j i

k k

kk

…

迭代法

算法由以下定义： ℇ = max  v
_

k  − min v_k . 



v ∈ �max v
_k, min v_k�.

迭代法

lim �min v_k
� = lim �max v

_k
� = v.

 
xk = (ξk / k, . . . , ξk  / k), 和 yk = (ηk / k, . . . , ηk / k) 是纯策略被选择的频率。

定理：（算法的收敛性）

k
 
⟶+∞ k

 
⟶+∞ k

kk

k

1 1m n

博弈值：

k

k k

 v
_k  v_k

k



x0

x1

x2

x3

x4

y0		   y1	     y2		  y3

   4		  2		   1		    0				  
   1		  3		   0		 −1				  
−2	      2	       2	     −2				  
−1	      0		   3		    1
   0		  1		   2		    4		
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布鲁多上校博弈

利用迭代法求解布鲁多上校博弈：



布鲁多上校博弈



布鲁多上校博弈

   4		  2		   1		    0				  
   1		  3		   0		 −1				  
−2	      2	       2	     −2				  
−1	      0		   3		    1
   0		  1		   2		    4		

x0

x1

x2

x3

x4

    y0	       y1	        y2	     y3 

迭代至 №800 时的结果：

•	 x800 = (0.433, 0, 0.098, 0, 0.470), y800 = (0.073, 0.429, 0.443, 0.056).

•	 v800 = 1.555675.

•	 [1.53, 1.59].
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其他解决矩阵博弈的方法

•	 图形分析法（对 [2 × n], [m × 2] 博弈）。

•	 转换为线性规划问题的方法。
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