
传染病的传染问题

本文建立了传染病的传染的三个微分

方程模型，模型由简单到复杂，层次分明。



主 要 内 容

模型1：
每个病人在单位时间内传染的人数为常数

模型2：总人数为常数n

模型3：人员划分成三类

进一步的思考



本世纪初，瘟疫还经常在世界的某些地区流行，被传染的

人数与哪些因素有关?如何预报传染病高潮的到来？为什么

同一地区一种传染病每次流行时，被传染的人数大致不变?

科学家们通过建立传染病传播的模型，比较圆满的回答了这

些问题。

传染病的传播涉及因素很多，不可能通过一次简单的假设

就能建立起完善的数学模型，这里的方法是，先做出最简单

的假设，看看会得到什么结果，然后针对不合理或不完善处，

逐步修改和增加假设，得到比较满意的模型。



模型1

假设：

⑴ 每个病人在单位时间内传染的人数为常数。

⑵ 一人得病后，经久不愈，人在传染期内不会死亡。

记时刻t的得病认数为 ，开始时有 个传染病人，则在

时间内增加的病人数为：
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其解为：
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这个结果表明，病人人数将按指数规律无限增加，当

时， ，显然与事实不符。事实上，一个地

区的总人数大致可视为常数（不考虑传染病传播时期出生和

迁移的人数），在传染病传播时期，一个病人单位时间能传

染的人数 则是在改变的。在初期， 较大，随着病人的增

多，健康者减少，被传染的机会也会减少，于是，就会变小。

所以应该对模型进行修改。
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模型2
记时刻t的健康人数为 ，当总人数不变时， 应随

的减少而变小。
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假设：

⑴ 总人数为常数n，且 ( ) ( ) ntsti =+ ⑴

⑵ 单位时间内一个病人能传染的人数与当时健康者人数成
正比,比例系数为k（传染强度）。

⑶ 同模型1的假设⑵。据假设⑵，方程⑴中的 应变为0k ( )tks
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将⑴式代入上式得：
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曲线见图⑴，这个模型可用来预报传染病较快的

疾病前期传染病高峰到来的时间，医学上称 为传染

病曲线；它反映了传染病人的变化率与时间的关系，如图

⑵所示。
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由⑶式可得：

2

0

0

2

11

1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−

−

ntk

ntk

e
i
n

e
i
nkn

dt
di

令 ，得极大值点为：02

2

=
dt

id
kn
i
n

t
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1ln

0
1



由此可见,当传染强度k或n增加时， 将变小，即传

染病高峰来得快，这与实际情况吻合。此处的 可由经

验和统计数据估计。但由(3)式，当 时,       

这意味着最终人人都将被传染，显然这与实际不符，其

原因是假设⑶不合理，应进一步改进。
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模型3

我们将人员分成3类:第一类是传染者(i)类；第二类是易

受传染者(s)类；第三类是排除在外者(r)类。第一类是由能

够把疾病传给别人的那些人组成的；第二类是由并非传染者

但能够成为传染者的那些人组成的；第三类包括患病死去的

人，痊愈后具有长期免疫力的人以及在痊愈并出现长期免疫

力以前被隔离起来的人。令 和 分别表示在时

刻t的第一、第二、第三类的人数。
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假设：

⑴ 总人数为常数n，则 ( ) ( ) ( ) ntrtsti =++ ⑴

⑵ 同模型2的假设⑵；

⑶ 单位时间内病愈免疫的人数与当时的病人人数成正比，比

例系数为 （恢复系数）。l
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上式表示单位时间内病人人数的增加应等于被传染的人

数减去病愈的人数。 从⑴—⑶式中消去 ，并设

得：
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为求其解，记 ，称为特征指标，对同一地区传

染病,   是常数。由方程⑷可得：ρ k
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再解上式得：
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注意到 ，故当 很小时( )00 isn =− ( )0i
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上式表明，当 很小 时，根本传染不开；只有

很大时才存在传染问题。
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今设 (        只有这时才有传染问题),
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因 表示最终免疫人数，也即最终痊愈人数。显然，

这也是传染病传染的人数，于是由式⑺可知：
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⑴ 对于同一地区，同一传染病所传染的人数大体上是个

常数 ，这个结果与统计结果一致。γ2

⑵ 当恢复系数 变大时，传染强度 变小时， 变大，

相应 变小，从而传染病承认的人数 也就减小。
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⑶ 由于 可视为总人数，所以传染病承认人数是 以上人

数 的两倍.
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传染病的传播涉及因素很多，不可能通

过一次简单的假设就能建立起完善的数学
模型，这里的方法是，先做出最简单的假
设，看看会得到什么结果，然后针对不合
理或不完善处，逐步修改和增加假设，得
到比较满意的模型。
学会这种建模思想，并应用到建模中去。

进一步的思考


